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RESUME. — La précision et la fiabilité des modéles numériques reposent sur la minimisation des erreurs et incertitudes.
Dans la modélisation des eaux souterraines, il existe trois sources d’erreurs, a savoir les erreurs de conception, les erreurs
numériques et les erreurs résultant des incertitudes ou insuffisances dans les données d’entrée. Ces erreurs peuvent se
produire au niveau du développement du modeéle ou de son application. La méthode des volumes finis présente plu-
sieurs avantages numériques. La modélisation des eaux souterraines basée sur cette méthode implique 1’approximation
du gradient hydraulique a la surface des mailles. Un apercu sur les différentes méthodes d’approximation du gradient
sur la surface de la maille sera donné. Un modéle d’écoulement souterrain basée sur la méthode des volumes finis et de
I’approximation du gradient par vecteurs décomposés sur la surface de la maille sera présenté. Les erreurs liées a la dif-
fusion numérique et au maillage seront évaluées. Des tests numériques portant sur la précision du modele dans la résolu-
tion des équations de diffusion et sa sensibilité a la taille, la non-orthogonalité et 1’asymétrie des mailles seront présentés.
Les résultats du modéle sont ensuite comparés avec les solutions analytiques et les solutions données par la méthode des
différences finies. Les résultats montrent la robustesse de modele développé et la précision de 1’approximation du gra-
dient utilisée sur des maillages asymétrique et non-orthogonaux.

Mots-clés : Approximation du gradient, Ecoulement souterrain, Erreurs numériques, Volumes finis

Finite Volume Method and Accuracy of Groundwater Flow Models

ABSTRACT. — The accuracy and reliability of numerical models rely on the minimization of errors and uncertain-
ties. In groundwater modelling there are three sources of errors, namely conceptual errors, numerical errors and errors
resulting from uncertainties or lack of input data. These errors can occur during the model development or application.
The finite volume method has several numerical advantages. Groundwater models based on this method involve the
approximation of the hydraulic gradient at cell faces. An overview of different methods for approximating the gradi-
ent on a control volume face is given. A finite volume groundwater flow model based on flux approximation using
decomposed vectors is presented. Errors related to numerical diffusion and the mesh are evaluated. Numerical tests on
the model accuracy in solving diffusion equations and its sensitivity to the mesh size, non-orthogonality and skewness
are presented. The model results are then compared with the analytical solutions and the finite difference solutions. The
results show the robustness of the developed model and the accuracy of the selected gradient approximation on asym-
metric and non-orthogonal grids.

Key-words: Gradient approximation, Groundwater flow, Numerical errors, Finite Volume

examinée par des tests numériques.

La précision et la fiabilit¢ des modeles numériques uti-

a un modéle basé sur la méthode des différences finies sera

lisés pour la solution des équations aux dérivées partielles
reposent sur la minimisation des erreurs et incertitudes. Le
terme de la diffusion, dans 1’équation des écoulements sou-
terrains est commun aux équations de la continuité régis-
sant de nombreux processus physiques similaires tels que
le transfert de chaleur, le magnétisme, la dynamique des
gaz, etc., et a fait ’objet de plusieurs recherches [Hyman
et al., 2002]. Dans le présent travail, un modele basé sur la
méthode des volumes finis pour la résolution de 1’équation
de la diffusion des écoulements souterrains sera présenté, et
sa précision évaluée. Les erreurs liées a la discrétisation spa-
tiale dans les volumes finis seront particulierement traitées.
Le résultat d’estimation de 1’erreur sera donné pour justifier
le niveau de précision du modele. Sa supériorité par rapport
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II. LA METHODE DES VOLUMES FINIS
A L’EQUATION DES ECOULEMENTS
SOUTERRAINS

La méthode des volumes finis est basée sur I’intégra-
tion des équations gouvernant 1’écoulement du fluide sur un
volume de contrdle. Les caractéristiques les plus attrayantes
de la méthode des volumes finis sont : 1) la solution résul-
tante implique la conservation intégrale des quantités telles
que la masse, le moment et 1’énergie sur les volumes de
contrdle. Par conséquent, ces quantités sont conservées
sur tout le domaine de calcul, pour un certain nombre
de nceuds, alors que dans la méthode des différences finies
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le principe de la conservation est exprimé uniquement pour
les volumes de contrdle infinitésimaux. La méthode des élé-
ments finis ne conserve pas la masse a I’échelle locale dans
certains schémas [Di Gimmarco ef al., 1996] ; 2) le maillage
offre une plus grande flexibilité géométrique par rapport a
la méthode des différences finies. En 2D, les volumes de
contréle peuvent étre des polygones quelconques, structurées
ou non-structurées.

I.1. Equation de I’écoulement souterrain

Dans un repére cartésien 2D, I’intégration de I’équation de
la diffusion décrivant I’écoulement souterrain dans un milieu
poreux sur un volume control et 1’application du théoréeme
de la divergence de Gauss donne :

v.(Kw,)w:s% >

dv

jK Vh-n ds (1)

ov

+ lqu: issglz

ou K est le tenseur de la conductivité hydraulique du milieu
poreux, LT' ; /& est la hauteur piézométrique, L ; S est
le coefficient d’emmagasinement spécifique, L' ; ¢ est le
temps, T ; g est le débit (entrant ou sortant) par unité de
volume, T, dV est le volume de 1’élément considére, OV est
le contour de V, ds est la surface liée a oV et n est le vec-
teur unitaire de surface. En discrétisant 1’équation (1) sur un
volume de contrdle quadrilatéral, on obtient :

d ~ oh
Z((KVh)~n)fAf+qV:SsaV @)

/=

ou f est ’indice de surface de la maille et 4 | est la surface
relative & f. Un des principaux problémes a ce stade est
I’approximation du terme de la diffusion. Son intégration sur
le volume de contrdle nécessite 1’estimation de la dérivée de
h sur les surfaces de chaque maille.

I1.2. Approximation du gradient sur la surface
d’un volume de contrdle

La précision de la discrétisation dépend considérablement
de I’ordre de 1’approximation du flux a la surface des mailles
[Turkel, 1986]. Par exemple, dans le modele classique des
écoulements souterrains MODFLOW basé sur la méthode
des différences finies, le gradient est approximé en utilisant
un schéma de différence arriére a deux nceuds. Ainsi, le gra-
dient de 4 dans la direction de x, allant de la maille de P a
celle de N (Fig.1a) est approchée par :

(2) e )
X Js, Xy—Xp

\4
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Dans la direction y, la dérivée est nulle car les mailles
sont orthogonales. Dans le schéma des volumes finis, le
calcul du gradient pour une face commune présente plus de
complexité puisque 1’orthogonalité du maillage n’est plus
vérifiée (Fig.1b).

De nombreuses méthodes ont été proposées pour calculer
le gradient le long d’une surface du volume de contrdle
telles que la méthode d’éléments finis mixte a volume
de control [Cai et al., 1997 ; Ferguson, 1998], la méthode
operateur support [Shashkov et Steinberg, 1996 ; Margolin
et al., 2000], I’approximation du flux par vecteurs décom-
posés [Turner et Ferguson, 1995 ; Croft, 1998] et les tech-
niques d’interpolation directe a la surface [Wasantha Lal,
1998]. Dans la méthode de I’approximation du flux par vec-
teurs décomposés, le gradient dans un point de la surface est
approximé en utilisant une technique d’interpolation telle
que les fonctions radiales de base (RBF) ou reconstruction
du gradient par la méthode améliorée des moindres carrés
ILSGR [Jayantha et Turner, 2003]. Cette derniére technique
présente un haut ordre de précision méme sur un maillage
grossier et est applicable méme pour des milieux fortement
anisotropes, ou le tenseur K n’est pas nécessairement diago-
nal. Dans cette étude, un modele basé sur cette technique a
été ¢élaboré et appelé ci-aprés le modele GWFV.

I1.3. Présentation du modele GWFV

Le principe utilisé¢ dans cette méthode a été présenté dans
Loudyi et al., [2007]. 11 consiste a : 1) décomposer le flux
en utilisant des vecteurs u et v de la figure 2, ou u est le
vecteur unitaire de surface du volume de contrdle centré au
neeud P et u est un vecteur reliant P & un nceud adjacent N ;
2) introduire des corrections pour asymétrie des mailles en
utilisant la méthode ILSGR.

Le terme de la diffusion dans I’équation (2) peut étre écrit
sous : (KVh)-n =Vh-w o w=KTn. Il est en suite décom-
posé comme suit :

Vh-w=aVh-v+pVh-u @)
ou les constantes a et f dépendent du tenseur K et de la
géométrie des mailles. Cette décomposition est effectuée sur
chaque surface de la maille. Afin de formuler explicitement

Figure 1 : Deux mailles adjacentes centrées pour: (a) Méthode des différences finies, (b) Méthode des volumes finis.
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les termes de 1’équation (4), le vecteur est aussi décomposé
selon les vecteurs v et u. L’équation (4) devient :

Vh-ow=21
v-n

Vh~v+{w-ﬁ—w~ﬁv"f}w~ﬁ Q)
v-n

Afin de corriger les erreurs dues a 1’asymétrie du mail-
lage, le terme Vh.v est évalué au centre F de la surface du
volume de contrdle au lieu du point R (Fig. 2) en utilisant
le développement en série de Taylor de la fonction 4, on
obtient ainsi :

(Vh-v), =(hy—hp)-¢,, ou

:i;{(ax v) (8x v) }h(xF)

(6)

ou m est I’ordre du développement en série de Taylor, 8x
et 8x" sont les vecteurs liant le centre F et les points nodaux
P et N respectivement (Fig. 2). Dans le modele GWFYV, la
précision a été arrétée au second ordre. Ainsi, le terme de
correction dans 1’équation (6) devient :

&y © %{(63* .v)z —(53' -V)z}h(gF )

En remplagant 1’équation (6) dans 1’équation (5) et en uti-
lisant la formulation implicite, on obtient :

0

[y 22 i o

Wll

n+1
Vﬁ ( np

®)

Les termes Vh-u et &,, & la surface des volumes de
controle ne sont pas encore connu au pas de temps n + 1.
IIs sont évalués au ni¢me pas de temps en utilisant la
méthode ILSGR, ou les valeurs de / aux nceuds N , reliés au
point F, sont obtenues comme suit :

LN
h(xp+8%,)~ Y 'Sxd ) h(xr) )

k:O

En écrivant I’équation (9) pour m = 2, et en choisissant
un stencil de 9 mailles reliées au point F dans un mail-
lage quadrilatéral structuré, un systéme d’équations avec
une matrice d’ordre (9,6) a été généré. Apres insertion des
conditions aux limites, le systéme a été résolu en utilisant la
décomposition LU.

III. PRECISION DU MODELE GWFV

L’utilisation de la régle du milieu de la surface dans
la technique des volumes finis peut maintenir une préci-
sion du second ordre seulement si I’approximation du flux
a la face du volume de contrdle est au moins du second
ordre aussi [Murthy et Marthur, 1998]. L’approximation de
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la composante du gradient le long de la ligne reliant deux
nceuds, utilisée a la fois dans la méthode des différences
finies de MODFLOW, et dans la méthode des volumes finis
exprimée dans I’équation (8), a une précision du premier
ordre dans 1’approximation par le développement de Taylor.
L’erreur dans ’estimation du flux est principalement domi-
née par le rapprochement de ce terme.

Au niveau de 1’équation (1), aucune approximation n’a
été faite, et donc, elle est exacte [Turkel, 1986]. Dans les
étapes suivantes, 1’équation (2) ne peut étre de second ordre,
dans I’espace, que si ’approximation du flux au milieu de la
surface du volume de contrdle est au moins du second ordre
aussi [Jayantha et Turner, 2003].

IIL.1. Erreurs numériques dues a la discrétisation spatiale

IlI1.1. Erreur due a la non-orthogonalité

La correction de la non-orthogonalité crée un probléme
de non-borne potentiel [Jasak, 1996]. L’erreur due a cette
non-orthogonalité dans le modéle GWFV a la forme suivante :

b (0] 4 S0 0,00

s

oul, =0 u A. Cette diffusion numérique dépend de I’angle
de la non-orthogonalité de la maille.

I.1.2. Erreur due a l’asymétrie

Lorsque la ligne reliant deux nceuds adjacents ne passe
pas par le milieu de la surface verticale entre ces nceuds
alors une interpolation est nécessaire pour donner la valeur
du paramétre au centre de la surface en fonction de sa
valeur au point d’intersection. Par conséquent, la préci-
sion des intégrales sur la surface est réduite au premier
ordre. Pour le modeéle GWFV, cette erreur d’asymétrie a
la forme :

ES=Zocfngf an

L’amplitude de cette erreur depend de I'importance de ¢,
qui implique les vecteurs 8x et 8x donnés dans 1’équa-
tion (6). Pour les mailles de qualité acceptable, la compo-
sante verticale de la différence entre les deux vecteurs est
plus petite que la différence horizontale qui est égale a HVH
L’influence de ce terme est souvent plus petite que 1’erreur
due a la non-orthogonalité, sauf sur un maillage trés déformé
ou elle peut avoir une influence significative.

IV. TESTS NUMERIQUES DU MODELE GWFV
ET RESULTATS

Afin de tester la précision et la performance du modéle
GWEFYV, les résultats de ce modéle sont comparés aux solu-
tions analytiques existantes et les résultats du modéle numé-
rique performant MODFLOW basé sur la méthode des
différences finies.

IV.1. Test 1 : Erreur numérique - sensibilité a la taille
des mailles

Le test présenté par Morel et al. [1992] a été utilisé pour
démontrer la précision du mod¢le par rapport a la taille des
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mailles pour un maillage aléatoire. Une surface carrée de
10 x 10 m a été utilisé pour simuler un écoulement bidimen-
sionnel a travers un milieu poreux. Le domaine a été subdi-
visé en mailles quadrilatérales structurées pour cinq différents
niveaux de discrétisation, comme le montre la figure 3.

Les conditions aux limites du domaine sont les suivantes :

Ah =0 dans [0,10]x[0,10]
h(x,0)=0m
h(x10)=10m

oh Oh
—(0,y)=—(10,y)=0
8x( ,y) Bx( ’y)

(b)
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La solution exacte de ce probléme est 4(x,y)=y. La
norme quadratique L, a été utilisée pour calculer I’erreur.
Les résultats de simulation pour les différents maillages
sont donnés dans le tableau 1. Le modeéle GWFV présente
des résultats encore mieux que ceux de MODFLOW sur le
maillage orthogonal le plus dense. Cependant, sur des mail-
lages non-orthogonaux, la précision du modéle est sensible-
ment inferieure, mais tend a augmenter quand le nombre
de mailles se multiplie. A partir de ces résultats, on peut
voir que I’erreur a été réduite par un facteur de minimum
2 a chaque fois que I’espacement des mailles a été réduit
d’un facteur similaire, ce qui indique que la méthode a une
précision de second ordre sur tous les maillages qui ont
été utilisés.

H1

"§:

e
e

g

1

A

AW

e
i

»
N
=

a
.

Figure 3 : Test 1 : Maillage aléatoire, (a): 5 X 5 ; (b): 10 x 10 ; (c): 20 x 20 ; (d): 40 X 40 ; et (e): 80 x 80.

Table 1 : Test 1: Erreurs sur le maillage aléatoire.

Modéle Nombre de mailles L, Erreur relative
Maillage orthogonal
GWFV 5x5 12.3091 x 102
10 x 10 5.5348 x 102 2.22
20 x 20 2.6292 x 10 2.1
40 x 40 1.2818 x 10 2.05
80 x 80 6.3456 x 103 2.02
MODFLOW 5x5 12.3092 x 102
10 x 10 5.5346 x 102 2.22
20 x 20 2.6291 x 10 2.1
40 x 40 1.2824 x 102 2.05
80 x 80 6.6505 x 103 1.93
Maillage non-orthogonal
GWFV 5x5 13.1917 x 10
10 x 10 6.1586 x 102 2.14
20 x 20 2.8816 x 10 2.14
40 x 40 1.4000 x 1072 2.05
80 x 80 6.7411 x 1073 2.07
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IV.2. Test 2 : Erreur numérique - sensibilité
a la non-orthogonalité et ’asymétrie

Un maillage non-orthogonal permet d’éliminer la
contrainte de représenter les limites irréguliéres du domaine
physique avec des lignes de mailles perpendiculaires les
unes aux autres. Pour tester cette nouvelle fonctionnalité
dans le mode¢le proposé, le test Kershaw est utilisé [Kershaw,
1981]. Ce test permet d’évaluer la sensibilité du modéle a la
forme de maillage, en particulier a la non-orthogonalité et
I’asymétrie. Dans cet exemple, une maille Kershaw de 10 x
10 est utilisée (Fig.4a). Les mailles ont été dessinées de telle
sorte que la forme des éléments varie du rectangle parfait
au quadrilatére extrémement asymétrique. La conductivité
hydraulique de la zone est 300 m/j, des limites & potentiel
imposé ont été assignées aux limites supérieure et inférieure,
avec Im et Om respectivement, et des limites a flux nul au
long des autres limites ont été imposées.

Les équipotentiels résultant de la simulation en régime
permanent sur le maillage orthogonale de¢ MODFLOW et
celui de GWFV sont présentées respectivement dans les
figures 4b et c. Les résultats du modéle GWFV montrent
que les équipotentielles n’ont pas été altérées par la défor-
mation du maillage. Le modéle GWFV montre une bonne
indépendance par rapport a la forme des mailles avec des
lignes droites.

La méme simulation a été répétée avec un maillage
de 20 x 20. Le maillage et les contours de h résultant de
la simulation en régime permanent sont présentés dans
la figure 5. Les équipotentiels restent linéaires méme si
le maillage est séverement asymétrique. Le modéle GWFV

(a) |
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est moins sensible a la déformation du maillage et conserve
une bonne précision.

V. CONCLUSIONS

L’analyse comparative des résultats des tests ont montré la
robustesse du modele GWFV. Les effets de la non - ortho-
gonalité et 1’asymétrie du maillage ont été minimisés par
la formulation des volumes finis utilisée dans le modele
GWFV. Les paramétres associés a la hauteur piézométrique
de chaque maille dans le systéme d’équations généré par le
modeéle GWFV comprennent moins de termes dépendant de
la géométrie des mailles.

Les résultats précis obtenus a partir de ces tests en com-
paraison avec les solutions analytiques ont fourni une bonne
indication de la justesse de ce nouveau mod¢le, mais ne sont
pas suffisantes pour garantir que les résultats seront fiables
pour des conditions aux limites plus complexes. La méthode
des volumes finis ainsi développée avec un maillage quadri-
latérale peut donner des résultats plus précis, avec une plus
grande flexibilité au niveau de la simulation des conditions
internes eu aux limites externes.

En régime transitoire, des tests supplémentaires liés
a la stabilité et a la convergence de la nouvelle méthode
doivent également étre effectués, mais cela démontrera
davantage 1’efficacité des solveurs, plutdt que sur celles
des changements numériques dans le nouveau modele. Les
performances des solveurs en termes de comportement
de convergence, le temps et les besoins en mémoire sont
liées aux nouvelles propriétés de la matrice résultante de la

~
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Figure 4 : (a) Le maillage de Kershaw 10 x 10 ; (b) Equipotentiels --- MODFLOW,

analytique ; (c) Equipotentiels ---

GWFYV, analytique.
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Figure 5 : Test 2 (a) Le maillage 20 x 20 de Kershaw ; (b) Equipotentiels --- GWFV, analytique.
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discrétisation spatiale et temporelle. Le choix approprié des
paramétres du solveur et les conditions initiales doivent étre
également étudiés.
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